NENIANGENDINOIGAGIGN,

El Modelo Gauge y sus Consecuencias

Model Gauge and its Consequences

Pedro Gonzdlez Cueva'

Si la teorfa del Big - Bang es completa, entonces la conjetura de Salam es verdadera: la teorfa de Einsten
aparece emergiendo de una parte pequefia de la Teorfa Cuéntica.
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If Big Bang theory is total, then Salam s supossition is true: Einstein s theory appears emerging from a tiny part of

Quantum Theory.

PROLOGO

Las teorfas Gauge constituyen, hoy en dfa, el corazén
de la fisica tedrica moderna. El Principio Gauge, sobre el
que se sustentan, establece un modelo o estrategia para el
estudio de la fisica tedrica, desde la misma teorfa de la gra-
vitacién, pasando por el modelo estdndar, hasta las
supersimetrfas (supergravedad) y cuerdas (supercuer-
das). Estas teorfas hacen su aparicién a partir del hist6ri-
co articulo de Yang-Mills sobre la teorfa electromagnéti-
cano - abeliana en 1954. Sin embargo, hay que recono-
cer que el Principio Gauge tiene su origen en el Principio
de Equivalencia de Einstein y en las ideas unificadoras de
H. Weyl, pero, ahora, como un principio impositivo. Las
teorfas gauge clasicas comprueban mateméticamente la
existencia de campos adicionales (particulas), estable-
ciendo la conjetura de que toda teorfa invariante posee
un grupo de simetrfas. De lo que se trata, en general, es
dar respuestas (parciales) a la propuesta del Programa de
Einstein que se refiere a generar una teoria unificada de
todas las fuerzas de la naturaleza (electromagnética, fuer-
te, débil y gravitatoria), usando el concepto de geometri-
zacién de la Fisica y, por ende, establecer en forma explici-
ta la conjetura de Einsten, en el sentido de que todas las
fuerzas de la naturaleza tienen origen geométrico (basa-
do en los tres conceptos fundamentales de la Geometria
Diferencial Moderna: Espacios homogéneos, conexién y
holonomia). Este programa hoy en dfa se conoce como
Teorfas Gauge.

Se hace notar, de alguna manera, que la estructura
subyacente de una Teorfa Gauge queda completamente
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determinada por relaciones de conmutacién; y se impri-
me dindmica a estas teorfas, definiendo una Lagrangeana
osudual. Se establece el Modelo Gauge y se le usano sola-
mente para disefiar las teorfas gravitatoria y electromag-
nética, sino también como un molde para el estudio de
las nuevas teorfas de unificacién: supersimetrias y super-

cuerdas.
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MOTIVACION: GEOMETRIZACION DE
LA FiSICA

La primera gran unificacién se debe a Maxwell, quien
unid conceptos aparentemente no relacionados entre si,
tales como la electricidad el magnetismo y la éptica en la
conocida teorfa electromagnética de Maxwell. Posterior-
mente, se tiene la combinacién de la fuerza débil con el
electromagnetismo dado por Glashow, Salam y Wein-
berg, que dio lugar a la teorfa eléctrodébil (modelo estan-
dar). Por su parte H. Weyl, unificé la gravedad con la elec-
tricidad. Desafortunadamente, esta unificacién dema-
siada matematizada no fue bien aceptada en razén de que
la gravedad deriva de un hecho fisico: la equivalencia de
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la masa inercial con la gravitatoria. Sin embargo, fue el
inicio de las teorfas gauge. Situémonos entonces en la
época de Einstein (la época de las teorfas invariantes y de
las equivalencias, aunque hay que reconocer la presencia
en ésto tltimo de R, Feynmann: Campo-Particula).

La primera equivalencia aparecié en el fendmeno
fotoeléctrico. Einstein zanjé el problema, estableciendo
la equivalencia: onda-particula, bajo la consideracién de
que la luz no es simultdneamente onda y particula, sino
que segin como convenga se puede tomar como onda o
como particula, (primera cuantizacién).

Posteriormente, las incompatibilidades de las ecua-
ciones de Maxwell y de la invariancia Galileana, permiti6
a Einstein proponer la Relatividad Especial (una teorfa
pseudoeculideana), estableciendo su principio de equi-
valencia plana: “Dos sistemas inerciales cualesquiera que
se mueven uno con respecto al otro con velocidad cons-
tante, son equivalentes” (conjuntamente con una medi-
da de comparacién universal: la constancia de la veloci-
dad de la luz en cualquier sistema de referencia). En otras
palabras, cambi6 la invariancia galileana con la lorentzia-
na. Por lo tanto, cualquier ley fisica referida al sistema ori-
ginal debe conservar su forma cuando se refiere al sistema
desplazado, esto és, que las leyes fisicas deben ser cova-
riantes (invariantes de forma). La invariancia de forma,
estd en la rafz de la teorfa de la relatividad especial. Es
natural que para establecer tal invariancia se necesita dis-
poner de relaciones entre las coordenadas de los referen-
ciales (una simetria). Estas transformaciones de coorde-
nadas muy particulares deben incluir el tiempo como
otra variable independiente, y estas transformaciones
son las transformaciones de Lorentz, dependientes de un
pardmetro aditivo dado por la velocidad v de desplaza-
miento del sistema propio de referencia a lo largo de un
eje. Sise toma cvomo parametro de rotacién a o' , enton-

4
ces tgho= =

De forma anloga, se pueden tomar otras pseudo - rota-
ciones. En conjunto, el grupo de “rotaciones” de Lorentz es
de 6 pardmetros (un grupo de Lie paramétrico). Entonces,
el grupo de Lorentz preserva la métrica (pseudos-métrica)
de Minkowsky y, como la métrica caracteriza a un espacio,
se la puede usar como una Lagrangeana dentro del princi-
pio mecanico de Hamilton.

Dos consecuencias importantes se deducen de la rela-
tividad especial:

Relaciona la estructura geométrica del espacio-
tiempo con las leyes de conservaciéon (Teorema de E.
Noether), en el sentido de considerar al espacio-tiempo
como un “espacio homogéneo” e “is6tropo”. La conse-
cuencia se traduce en:

40 | Pueblo cont. 17(1) 2006

Espacio homogéneo-Traslacién: Invariancia: energia
- momentum.

Espacio isétropo - Rotacion: Invariancia: Momen-
tum Angular Total (simple y spin).

La segunda consecuencia, se traduce en la famosa for-
mula de la equivalencia de la masa con la energfa:

2
E=mc

El principio de Hamilton se relaciona con un princi-
pio variacional o principio de accién minima, de tal mane-
ra que para una particula en movimiento, no sometida a
fuerza externa (particula libre), el intervalo ds se postula
como lagrangeana, o en general ads (o es cierta constan-
te). De esta manera, para una particula libre, S = —a_[j ds,
donde la integral es tomada a través de la linea universo.
De forma especffica, esta lagrangeana es dada en la for-

ma:
V2

L=—oac,/1-— (1.1)

o2
En la que o caracteriza a la particula. En la mecénica
clasica, cada particula se caracteriza por su masa m. En

definitiva, lalagrangeanaes:

(1.2)

con ecuacién de movimiento dada por: (ecuacién de

Lagrange)
du;
=0 (1.3)
ds
du; d’x,
donde — =75 esuna cuadriacelaracién. La trayecto-

ria se reduce a una recta en el espacio de 4 dimensiones
(linea universo). El seguimiento anterior se puede consi-
derar como una estrategia hamiltoniana (Principio de
Hamilton), siendo este proceso de naturaleza global (la
métrica de Minkoswky es invariante por las simetrfas de
Lorentz).

Posteriormente, se presenté otra dificultad: la incon-
sistencia de la relatividad especial con la gravitacién de
Newton, como consecuencia de la discrepancia de la
masa inercial con la masa gravitatoria de las dos leyes fun-
damentales de Newton, lo cual, permitié a Einstein desa-
rrollar su Teoria de la Relatividad Generalizada o Teoria de la
Grawitacién Universal, una de las teorias mas bellas de la
fisica, hoy comparable solamente con la Teoria de Cuer-
das.

Recordemos entonces algunas consideraciones basi-
cas de esta teorfa. Aparte del campo electromagnético,
en la naturaleza existen otros campos llamados “gravita-
torios” o “campos de gravedad” con la propiedad funda-



mental de que todos los cuerpos se mueven en ellos de la
misma manera, independiente de la masa o de la carga,
con tal que las condiciones iniciales sean las mismas. Por
ejemplo, la caida libre de los cuerpos en el campo gravita-
torio terrestre.

Las propiedades del movimiento en un sistema no
inercial son las mismas que en un sistema inercial cuando
existe un campo gravitatorio. De esta manera, un sistema
de referencia no inercial equivale a cierto campo gravita-
torio, que corresponde al Principio de Equivalencia de
Einstein.

Sin embargo, los campos a los que equivalen los siste-
mas de referencia no-inerciales no son por completo idén-
ticos a los campos gravitacionales reales, que se encuen-
tran también en los sistemas inerciales. Los campos a los
que equivalen los sistemas no-inerciales se anulan no
bien se pasa a un sistema inercial. Los reales no se pue-
den anular cualquiera que sea el sistema de referencia.

El movimiento de una particula en un campo gravita-
torio estd determinado en mecénica no relativista por
una funcién de Lagrange que en un sistema referencial
toma la forma:

Lzémvz—m(p (1.4)

donde @ es una funcién de las coordenadas y el tiempo
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que caracteriza al campo, y se denomina potencial gravi-
tatorio. De acuerdo al Principio Variacional, las ecuacio-
nes del movimiento son:

v=-Vo (1.5)

que no contienen la masa, ni otra constante que caracte-
rice las propiedades de la particula, lo que constituye la
expresién matemdtica de la propiedad fundamental de
los campos gravitatorios, esto es: movimiento indepen-
diente de la masa.

También se tiene que para un sistema no-inercial, la
métrica que describe el espacio (caracteriza totalmente
el espacio curvo) se da en la forma:

ds? =g, (x)dx'dx* (1.6)

donde, g;(X) determina todas las propiedades geo-
métricas del espacio en cada sistema de coordenadas cur-
vilineas y constituye un tensor simétrico. (campo simé-
trico).

El Principio de Equivalencia de Einstein también
puede traducirse en lo siguiente: Todos los sistemas refe-
renciales son equivalentes, lo que implica que todas las
leyes de la Fisica deben ser covariantes.

La gréfica que sigue es significativa:

A
y
Campo
b gravitatorio
«——— geodésica
> —
0 X

Entonces, las leyes fisicas se deforman. Pero como los
referenciales son equivalentes, estas leyes deben ser cova-
riantes, esto és invariantes de forma (por ejemplo F' = ma
no es covariante, pero su equivalente conceptual si lo es,
las ecuaciones de Lagrange del movimiento). En particu-
lar, la métrica inercial (por ejemplo la métrica Minkows-
kiana) se deforma para convertirse en (1.6).

Se ha indicado que un sistema de referencia no-
inercial es equivalente a cierto campo de fuerzas. En
Mecénica Relativista, estos campos quedan caracteriza-

dos porlas cantidades g, (x). En consecuencia: Todo
campo gravitatorio no es sino un cambio en lamétrica del espa-
cio-tiempo.

El hecho importante de las equivalencias:

a) aceleracion - gravedad,

b) Todos losreferenciales son equivalentes, y

c¢) Todo campo gravitatorio es un cambio en la
métricaindican que las propiedades geométricas del espa-
cio-tiempo estan determinadas por fendmenos fisicos, y
no son propiedades invariables del espacio-tiempo.
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Se habfa comentado, que un campo gravitatorio real
no se puede anular por una transformacién de coordena-
das. De un espacio-tiempo con estas caracteristicas se
dice que es curvado (o variedad curvada, en contraposi-
cién al espacio-tiempo plano o flat). Esto es, en general,
no existe una transformacién que reduzca un espacio cur-
vado a uno plano, salvo que se haga en un punto especifico,
que toma el nombre de transformacién geodésica (tam-
bién llamadas coordenadas geodésicas). En general, una
métrica (o seudométrica) en un espacio plano se estable-
ce en laforma:

ds’ = dx' dx' = §, dx' dx" (1.7)
Un cambio del sistema de coordenadas dado por
X=x0 .. (1.8)

determina que el elemento métrico (1.7) se pueda escri-
bir como:

2 ox' a_x’ o B
ds” = > o dy"dy (1.9)
oen forma concisa:
ds® =g pdy® P (1.10)

donde los coeficientes g,,(y) estan definidos por:
ox’ ox'
oy oyP

8op (V)= (1.11)

Se recuerda nuevamente, que las propiedades métri-
cas no se alteran por la transformacién (1.8), sino que
(1.9) permite, sencillamente, calcular distancias en el
espacio euclideo, cuando este es curvado por un referen-
cial Y. En (1.11) se observa que g,,() son funciones cono-
cidas y estas ecuaciones constituyen un conjunto de
2 n (n+1) ecuaciones diferenciales parciales, con solu-
cién dada por (1.8). Sin embargo, si las funciones g, se
dan arbitrariamente (segin convenga) el sistema de las
%n(nJrl) ecuaciones (1.11) (paran = 4, se tiene 10 ecua-
ciones diferenciales) pueden no tener solucién. En el
caso en que (1.11) tenga solucidn, el tensor métrico g,
= g, , define una variedad euclideana; en caso contra-
rio, se dice que la variedad (espacio) no es euclideano (o
curvo). Se puede deducir un conjunto de condiciones
necesarias y suficientes para la integrabilidad (1.11).
Obsérvese que g,, puede llevarse a su forma diagonal,
|8 | =g <0.

En el caso general de un campo gravitatorio variable y
arbitrario, la métrica del espacio-tiempo no solamente
no es euclidea, sino que adem3s varfa con el tiempo.
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Nota: Se debe indicar que para la definicién de la deri-
vada covariante, ésta se obtiene como una variacién de
un campo vectorial definido en dos puntos cercanos del
espacio (o variedad). El mismo resultado se obtiene en el
caso que las coordenadas dependan de un parametro,
como por ejemplo el tiempo. En lo que sigue, se ver4 la
importancia generalizadora de la derivada covariante.
En efecto, el movimiento de una particula en un campo
gravitatorio se determina de acuerdo al Principio de
Hamilton (Principio de accién minima) como en el caso
especial 8§ = —mcj. ds =0, dado que el cambio gravita-
torio no es sino un cambio en la métrica del espacio-
tiempo; y como se ver la particula recorre una geodésica
del espacio-tiempo. Por razones pedagdgicas, obsérvese,
en primer lugar, que g, no cambia de forma por transfor-
macién de coordenadas, y se sabe qué g, , = 0, siempre y
cuando, en lugar de derivar g,, mediante una derivada
parcial se hace uso de la derivacién covariante, y de esta
manera, g, es invariante por transformaciones de despla-
zamiento de Levi-Civita. Ahora, en lugar de partir de un
Principio Variacional (accién minima), es mas sencillo
(pero relevante) determinar las ecuaciones de campo
(ecuaciones de movimiento) de una particula en un
campo gravitatorio, mediante una generalizacién apro-
piada de la ecuacién diferencial del movimiento libre de
una particula en la teorfa de la relatividad especial dada

dx'

du’ ; )
en (1.3), éstoes: Mo ,oseadu =0,donde u’=—
ds dS

es la cuadrivelocidad. Se tiene entonces, en el caso de

coordenadas curvilineas: Vu’ =0 ,donde V esla deriva-
daintrinseca. De esta manera, obtenemos:
du' +T u*dx' =0 (1.12)

y la derivada covariante, considerada como un operador
diferencial lineal se escribe en forma simbdlica:

V= 8,4T (1.13)

Dividiendo la ecuacién (1.12) entre ds se obtiene:

d?x’ I ds® ds’ 0
— I ——= 1.1
ds? . ds ds (1.14)

que también puede darse en la forma:

d?x’ ; dx* dx!
ds? =l ds E (L.15)

que son, precisamente, las ecuaciones del movimiento de
la particula (ecuacién de las geodésicas). Se ve, enton-
ces, que el movimiento de una particula en un campo gra-
vitatorio estd determinado por las magnitudes (campos)



2.0

i . ..
Iy . Aqui, se debe observar que es la aceleracién

ds?
de la particula, o sea, una cuadriaceleracién. Por consi-

guiente, a lamagnitud !

—mUiu*u' se le puede lla-
mar la cuadrifuerza, que actia sobre la particula en el
campo gravitatorio. El tensor g, representa aqui el papel
de los potenciales del campo gravitatorio y sus derivadas
parciales determinan la intensidad del campo: T', (enel

el esquema cldsico: F = V¢).

Como ejemplo, véase lo que sucede con las ecuacio-
nes de la Electrodindmica cuando existe un campo gravi-
tatorio (las ecuaciones de la electrodindmica en coorde-
nadas curvilineas) que se pueden generalizar de manera
que sean aplicables en un referencial no-inercial arbitra-
rio. El tensor campo electromagnético en la Teorfa de la
Relatividad Especial est4 definido por

El Modelo Gauge y sus Consecuencias

Si se emplea la estrategia de la derivada covariante,
(1.16), se generaliza, escribiendo:

F,=A, -A,=0A,/0x-0A,/ox  (1.17)

y, por lo tanto, no cambia la relacién F,. Es decir, el tensor
electromagnético es independiente de la presencia del

campo Lu. También se puede verificar que las ecuaciones
de Maxwell:

o, ok, oF,
ox' oxt o

=0 (1.17%)

tampoco cambian de forma.

Dentro de esta linea de trabajo, es interesante obser-
var la Gravitacién como curvatura del espacio-tiempo.
Se puede, inicialmente, considerar el campo gravitacio-
nal como uniforme, lo cudl, por el principio de equivalen-
cia, significa que relativo a un observador inercial la ace-
leracién tiene la misma magnitud y direccién. Esto es una
idealizacién, aproximadamente cierta. Lo cierto es que

04 0A,
Fy :_’f__; (1.16) la aceleracién natural debido a la gravedad varfa de un
ox'  ox puntoaotro. Las graficas (a) y (b) son elocuentes.
\ l I
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(b)

En (a) se muestran dos particulas inicialmente en
reposo relativo. Se supone que la linea de separacién
es horizontal. Si ambas particulas se sueltan de su posi-
cién inicial, no siguen direcciones paralelas (salvo en
el inicio) sino que tienden a encontrarse en el centro
de la Tierra; y la distancia entre ellas decrece segiin
pasa el tiempo. De igual manera en (b), si se sueltan
las dos particulas (en los dos casos, el soltar es simulta-
neo), la particula que estd més cerca de la superficie
terrestre se acelera mucho mas que la més alejada, por
efecto de la mayor gravitacion terrestre; y, por ende,
la primera particula tenderd a alejarse de la primera
conforme transcurre el tiempo. En términos de tra-
yectorias (geodésicas), en (a) se acercan, y en (b) se

alejan. En la mecanica clésica estos fenémenos son
conocidos como efectos tidal. La aceleracién relativa
de las particulas prueba, dadas en las graficas anterio-
res, que tiene una visualizacién de analogia geométri-
ca. En el caso (a), con una esfera, en el siguiente sen-
tido: si se desea que las particulas resbalen por arcos de
circulos miximos, desde dos puntos situados en el
Ecuador, se iniciardn con movimiento paralelo, pero
posteriormente las trayectorias ya no seran paralelasy
se encontrardn en el polo norte. Esto se debe a que la
superficie es curva. Para (b), es sobre una seudo-
esfera. La geometria diferencial de las geodésicas
sobre una superficie en términos de desviacién geodé-
sica estd dada por la ecuacién de Jacobi:
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d?v d?v
—+Kv=0=>—+=-Kv

1.1
ds? ds? (118)

donde vesla variable de acercamiento o alejamientoy K es la
curvaturade lasuperficie con K = K(a(s)), y (1.18) es verda-
dera para cualquier superficie con K > 0, K = 0y K < 0.
ComoK dependedes, se dice que Kdependedeg,.Se dedu-
ce, entonces, la expresion de Einstein: “La gravedad no es
una fuerza, (como lo expresado por Newton) sino mas bien,
es una curvatura del espacio tiempo”. Podrfa decirse que el
campo producido por dos masas deforma el espacio entre
ellas y la fuente de esta curvatura es la materia a si misma.
Generalizando la Ley de Inercia, se dice que las particulas en
un campo gravitatorio siguen geodésicas. El Principio de Equi-
valencia es un anélogo fisico del hecho de que una pieza
pequena de un objeto cualquiera de 2 dimensiones puede ser
aproximadamente semejante a una pieza pequefia del plano
euclideano (en el mejor de los casos, convexa). Se puede pro-
bar que las ecuaciones (1.14) necesariamente son invarian-
tes de forma bajo un cambio de coordenadas. En la teorfa ten-
sorial, en general, se puede medir la desviacién de un espacio
general de un espacio plano (flat) mediante el tensor curva-
turadesignado con RY de donde, por contraccion tenso-
rial se obtiene dos tensores importantes; el Tensor de Ricci,
designadocon Ry =R, ,yeltensorescalar designadocon
R (ocurvaturaescalar).

Considérese la Teoria de la Gravitacién como una
Teorfa Invariante. Las ecuaciones bésicas del campo gra-
vitatorio, que determinan el tensor métrico g; para un

campoO con materia son:
i k i g
Ri - Lgir=kri; [dX+T & dd = o) (119)
2 ds’ d d

y para la particula libre

Rij—lgin:O ;o (5 X7=0) (% (1.19)
2

y (*) es una forma condensada de las ecuaciones de las

geodésicas. Al establecer a la teorfa de la gravitacién

como una Teorfa Invariante (s6lo para la particula libre),

se emplea el Principio de Hamilton, con un Principio

Variacional, de la siguiente forma:

IH L,dm =estacionario

donde H es una regién del espacio-tiempo y dm =4/| g| du

es el elemento de volumen en el espacio-tiempo. De mane-
ra que para obtener ecuaciones del movimiento que sean
covariantes, la integral debe ser invariante por simetria;
esto es, L, debe ser un escalar. Desde que la curvatura juega

un rol importante en gravitacién y R es la curvatura mas
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simple, entonces se asume que L, = R. De esta manera se

obtiene el Problema Variacional de Hilbert.
J]=S= IH Ld =estacionario; L= R\/E (1.20)
Donde el elemento de volumen (4-volumen) es inva-

riante desde el punto de vista relativista. La operacién ]
= S debe ser también invariante junto con L,. Se prueba

entonces que:
T
8 =-| & = 8RB g dm (1.21)
de donde se sigue (1.19), estoes:
Rij—%gin:O (1.22)

En el caso de los campos con materia, se asume que el
efecto es descrito por un tensor material S7 = K77
(para un fluido ideal), y si se reemplaza en (1.22) obtene-
mos: X
R; -—g,;R=KT, (1.23)
2
donde T, = g,g,T". Sise aplicag’, a (1.23) se obtiene:

) 1 )
g’ (R *Egin)=g”KT,-j

=R-2R=KT
y finalmente:

1
P

En el caso especial de ausencia de materia, radiacién
electromagnética y otros campos, se tiene la ecuacién
para la particula libre:

R, = 0 (R, tensor de Ricci) (1.25)

Recuérdese que una condicién suficiente para la
igualdad de las derivadas parciales 6w/ 6,0, y d'u/ 9,0

de una funcién u=u(z, ¢) es que u(a, ¢) seade clase C’;

@

pero resulta que esta restriccidon no es suficiente para ase-
gurar la igualdad de las derivadas covariantes (no con-
mutatividad de la diferenciacién covariante). En efecto,
si se considera un campo vectorial A’ con componentes

de susegunda derivada covariante: A',,,, se tiene:
i i ap i i o
}\‘ake - }\‘M‘k_ -\ Rakl - 2}\‘mT ke

donde, R’ ,, s un tensor de orden - 4, llamado el Tensor

Curvatura de la Conexién (que tiene sentido geométri-



co). Si la conexién tiene Torsién T, nula, entonces, la
conmutacién de la derivacién covariante es vélida si
R‘akl: 0 (espacio plano). Lo anterior pone en evidencia
que la derivada covariante est4 en relacién, no sélo con
procesos simétricos, sino con procesos asimétricos, y
como se manifestd, la curvatura de un espacio caracteriza
la presencia de una fuerza. Sin embargo, se nota que el
tensor curvatura esta construido en base a la métrica del
espacio, representada por el tensor g, .

Abhora bien, comtnmente no se conoce la Lagrangia-
na (o la Hamiltoniana) de un sistema, por lo que se pro-
cede establecer una teorfa invariante, invirtiendo la ana-
logia para obtener reglas de commutacién que caracteri-
zan a la teorfa. El siguiente dato es de interés: Dos matri-
ces Uy H (donde U es una matriz unitaria y H una matriz
Hamiltoniana) est4n relacionadas en la siguiente forma:
(iaH )?

2!

U= =1+iaH + +... (1.26)

y en primera aproximacion:

U=1+iaH (1.26")

donde a es un pardmetro arbitrario, es decir una relaciéon
entre una matriz unitaria y una hermitiana.

Regresemos a las teorfas invariantes. En Fisica sub-
nuclear, el concepto de invariancia de una teorfa respec-
to de un grupo de transformaciones (simetrfas) incluye
dos aspectos: 1) Propiedades de transformacién definidas
de las funciones de onda ¥, y 2) Propiedades de transfor-
macién definidas del hamiltoniano H.

Con relacién a un grupo de transformaciones G, todo
el espacio de Hilbert de las funciones de onda se descom-
pone en sub-espacios invariantes, es decir, existen fami-
lias de funciones de onda que, segin una determinada
ley, se transforman entre si (g elemento del grupo dado):

W= gy w (1.27)

donde se impone la condicién de grupo g,g, vy la corres-

pondiente representacién:
U(g,g) = U(g,)U(g) (1.28)

Considérese las condiciones restrictivas que se impo-
nen, en la teorfa invariante, a las propiedades de transfor-
macién del hamiltoniano. Supéngase la ecuacién de
Schrédinger dependiente del tiempo: (como un ejem-
plo).

ih v = A

Py (1.29)
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y apliquese a esta ecuacién el operador U de la represen-
tacion, segtin el cual se transforma la funcién de onda ¥

0
Admitiendo que U conmuta con el operador — (en el

caso general no es necesario) se obtiene: ot
tha (VW)= YR U UW
o
obien:
ih &= UHU P
af
Lainvariancia de la teorfa significa que:

UAU ' =A

de donde:
[ALu]=0 (1.30)

De esa manera, exigir que la teorfa sea invariante res-
pecto de las transformaciones de un cierto grupo, condu-
ce a la conmutatividad del hamiltoniano con todos los
operadores de las representaciones del grupo (especial-
mente grupos gauge).

La construccién de Lagrangeanas (por ejemplo,
lagrangeanas para disefiar la gravitacién) es un problema
interesante. En esta parte, sélo se consideran algunas
conocidas para obtener ecuaciones de movimiento de las
particulas que intervienen. Supéngase que @ (x) deno-
te un campo escalar complejo en un espacio-tiempo con
métrica lorentziana: g, = (1,- 1, - 1, - 1), y considérese la
siguiente accion:

[

5= Lﬁz < g; L og > -nigc:ll_m{x}g‘?(_li do' = ade' (L31)

Lr o

Aqui, m>0 es la masa de la particula descrita por el
campo @ (o funcién de onda). Se puede probar que
(1.31) es invariante bajo la transformacién o simetria,
dadaenlaforma

(wee un paramatro) (1.32)
Donde (1.32) es una transformacién global (inde-

pendiente de las coordenadas y del tiempo). Este es el
caso de la particula libre. Para el principio variacional:

8S:O 5 6—§:

i 0
0 op

Se obtiene la ecuacién del movimiento o ecuacién de

Klein - Gordon:

Pueblo cont. 17(1) 2006 | 45



Pedro Gonzalez Cueva

(1.33)

52 3 52
(e ) *Z(W ¥

Sielcampoescalaresreal @ =¢ (neutral), enton-

dondeO=

(invariante)

ces, lalagrangeanay la ecuacién del movimiento son:

_l<a(P ¢ 20202

(O+ m’c)P=0

Ahora bien, al escribir las ecuaciones (supuestas)
an = oo By ¥ oay = ¢y b

que describen un sistema fisico, y suponiendo que estas
ecuaciones son invariantes (por ejemplo, por el grupo Spi-
norial SL (2,¢), se obtiene otra alternativa para la obten-
ci6én de otras ecuaciones invariantes importantes. Para
este caso particular, se obtiene la conocida ecuacién de

DIRAC (ysuconjugada):

(i,0" —m)W¥ =0 v (#y,0" +m)=0
que son ecuaciones de spinores, invariantes en relacién
con el grupo de Lorentz y que gobiernan el movimiento
de una particula relativista.

Por razones de nomenclatura, se acostumbra definir
la densidad de corriente y carga en la siguiente forma
(donde x,(t) son posiciones de las cargas):

J(t) = S0, 8 (- ) 22

E arl

e(x,0)=) e (x—x,(1)
se puede reunir ]y € en un cuadri-vector ] escribiendo :
J°=E *)
dx’ (1)
o — 3 _ n
J(x) = Zn:ens (x—x,(1) i (%)

para que (**) incluya a (*) es necesario definir un “gau-
ge”, que en este caso sera:

xP(t)=t
Unificacién de Weyl (Geometria de la Gravitacion).
De trascendencia, en las teorfas gauge, fue el intento de

H. Weyl de unificar la teorfa de la relatividad general con
la teorfa electromagnética en 1918, pero, desafortunada-
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mente haciendo uso exclusivo del modelo de la geome-
trfa de Riemann, desarrollando una geometria paralela, a
la que denominé geometrfa infinitesimal, lo cual fue
desestimada por Einstein haciendo uso de argumentos
fisicos, y como dice S. Weinberg, la Gravitacién no es sélo
geometria de Riemann.

La geometria diferencial se refiere clasicamente al estu-
dio de objetos geométricos definidos sobre variedades dife-
renciables. Uno de los objetos mas simples, pero a la vez
m4s interesantes, es un campo de tensores covariantes de
segundo orden simétricos y no singulares. La rama de la geo-
metria diferencial que estudia las estructuras asociadas con
estos objetos se denomina geometria riemaniana. Alterna-
tivamente, este objeto es dado, asocidndolo con el espacio
tangente en cada punto x con un producto_interno @ en la
forma ¢, (u,v) =g,(x)uv, donde g; es un tensor métrico no
singular y simétrico, que caracteriza todas las propiedades
geométricas internas del espacio (o variedad). Sin embar-
go, hay que recordar que este producto interno (métrica)
es de naturaleza global, esto es, una vez que ha sido defini-
do se considera el mismo en todo punto del espacio.

En esa época, H. Weyl propuso una métrica, no de
naturaleza global, sino local, esto es, una métrica que
cambie en cada punto, por efecto de la posicién. De esta
manera establecié lo anterior en forma matemaética
como:

¢L.(0= Mg (1.34)
donde el factor conforme A (x) es una funcién diferencia-
ble arbitraria y positiva. Asf, g',,(x) serd una métrica con-
forme, y el espacio (o variedad), disefiado por esta métri-
ca, toma el nombre de espacio (o variedad) conforme.
Weyl requiere que a la invariancia de forma de la relati-
vidad general se le sume la invariancia bajo la sustitucién
dada en (1.34). Weyl designa a (1.34) una transforma-
cién gauge, y por lo tanto, hace de la escala A (x) una pro-
piedad local de lamétrica.

Recuérdese que en geometria riemaniana, el produc-
to escalar de dos vectores unitarios es preservado por tras-

. . o
laciones, de tal manera que si un vector v en un punto
P = (x,..., x.), es transportado paralelamente a otro
1 n P p
puntoP = (x' + dx/, ..., x" + dx"), entonces:
dvi = v b e (135)

VP> vi+dv®  donde

Esta transformacién es idéntica al caso riemaniano,
excepto que la conexién de Christofell T ha sido reem-
plazado por un objeto similar llamada conexién confor-
me {e}, la cual también es simétrica con respecto a los

indices pyy.



Veamos algunos resultados de Weyl sobre su cone-
xién conforme. Para ésto, considérese dos vectores u”y
v* en B bajo transporte paralelo a P, estos se convierten
enunu”+du”yv*+dv". Por la propuesta de Weyl (hipo-
tesis de Weyl) de que g, (x) cambia de punto a punto, la
relacién entre los productos escalares en cada uno de los
puntos es:

(8o dg,)(u'+du)(v'+dv") = (1+dp)(g,u"v"). (1.36)

Asi, los productos escalares en Py P' no son igualesy,
ma4s bien, son proporcionales. El factor de proporcionali-
dad 1 + d¢ que es infinitesimalmente cercano a la unidad
distingue la geometria de Weyl de la de Riemann. Aqui,
d¢ es una 1-forma diferencial dp= ¢,dx". Entonces, Weyl

demuestra que:
o i V[ i (*)
Eqﬁg} = ayE.,-,s -ﬁml ! .ﬁﬂ‘y|

y por un proceso de permutacién de indices tenemos la
conexién conforme:

{O‘AB }:r‘tﬁ +%(6<i»¢l3 +8[§L¢a +gaBgYA(pY)

donde Féﬁ son los simbolos de Christofell, derivados de
la métrica g,;. De esta manera en la geometria de Weyl, la
conexién afin depende doblemente de: 1) El tensor métri-
co g y ii) El covector ¢, que relaciona las escalas entre
dos puntos del espacio (o de una variedad).

Sila teorfa electromagnética se puede obtener de esta

teorfa gravitacional, entonces, se usa la transformacién

(gauge): g,4(X) = MX)g,4(X), y desde que:
(o =B | sl =Basl s 5l
entonces, por sustitucion, en (*) se tiene:
Kgaﬁd)yv =00, gy +&upOh — 2 {0., B,y }— {B ,0L,Y }
= }"gaﬁdl, +8 ay A
de donde se concluye que la transformacién

1
8y PAg, <=0V b'=0, +x8yk

y desde que A es una funcién arbitraria diferenciable y
positiva, puede tomarse como A(x) =e*” para alguna fun-
cién a(x). Ahora, el grupo de transformaciones gauge se
escribe:

2,002 eg,(x) o 6,0 ¢,(x)+0,ax)

que es el resultado cldsico en la teorfa del potencial elec-
tromagnético.
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CONCLUSIONES

1. (Tomada de Albert Einstein: mis ideas y opiniones) La
teorfa de la relatividad constituye un excelente ejem-
plo del caricter fundamental del desarrollo moderno
de la ciencia teérica. Las hipdtesis iniciales se van
haciendo cada vez més abstractas y més alejadas de la
experiencia. Por otro lado, nos vamos acercando al
gran objetivo de toda ciencia, que consiste en abarcar
por deduccién légica el mayor niimero posible de
hechos empiricos, a partir del menor ntimero de hip6-
tesis o axiomas. Entre tanto, la cadena de pensamien-
to que procede, desde los axiomas hacia los hechos
empiricos, o hacia las consecuencias verificables, va
alargandose y adquiere un caracter mas sutil. En bus-
queda de una teorfa, el cientifico tedrico se ve compe-
lido a guiarse, en grado creciente, por consideracio-
nes puramente matemadticas, formales, porque la
experiencia fisica del experimentador no puede con-
ducirle hasta las més elevadas regiones de la abstrac-
cion.

2. Muchos de los desarrollos fundamentales de la fisica
provienen de la identificacién o contradiccién entre
ideas existentes. Por ejemplo, la incompatibilidad de
las ecuaciones Maxwell y la invariancia galileana per-
mitieron a Einstein proponer la Teorfa de la Relativi-
dad Especial. De manera similar, la inconsistencia de
la Relatividad Especial con la Gravitacién de Newton
dio lugar a la teorfa de la Relatividad General.
Recientemente, la reconciliacién de la relatividad
especial con la mecédnica cudntica permiti6 el desa-
rrollo de la teorfa de los campos cuénticos. En el pre-
sente, estamos en la misma coyuntura, la relatividad
general parece incompatible con la teorfa del campo
cuantico: grandes distancias y pequefas energias,
con pequefias distancias y grandes energfas. Parece
que la Teorfa de Cuerdas es la apropiada en la compa-
tibilizacion.

3. Seadquiere gravitacién cuando se pasa de lo global a
lo local, mediante una transformacién general de
naturaleza local, que sea dependiente de las coorde-
nadas y del tiempo. Las transformaciones (simetrias)
de Lorentz son de naturaleza global, ya que preser-
van la forma de la métrica de Minkowsky.

4. Lamétrica, disefiadora geométrica de un espacio, y la
derivada covariante juegan un rol de primera en estos
modelos; la primera actuando como lagrangeana
para el sistema dentro del contexto del Principio de
Hamilton, y la segunda como un instrumento para
hacer la transicién de lo global a lo local, introducien-
do nuevos campos (particulas). El concepto de Cur-
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vatura es otro ingrediente relevante en la teorfa de
éstas simetrias.

Las simetrfas globales estdn relacionadas con la
obtencion de invariantes de forma. Las simetrfas loca-
les se relacionan con leyes de movimiento covarian-
tesy con los llamados invariantes dindmicos.

Las operaciones de conmutacién y la identidad de
Jacobi son los elementos subyacentes de las teorfas
Gauge.

La conexién es la nocién fundamental de la geome-
tria de Riemann. Si esta geometria estd basada en los
grupos de Lie, la reinterpretacién de la geometria Rie-
maniana permite pasar de procedimientos globales a
locales, particularmente para los grupos de transfor-
maciones paramétricas.

Geométricamente hablando, el problema fundamen-
tal de la Teorfa de la Relatividad General es encontrar
una variedad de cuatro dimensiones, M*, endosada
con una métrica g,, de signatura (+,-,—,-) satisfacien-

dola ecuacién de Einstein:

8I1G
Rab - Rgab = C4 Tab

El problema desarrollado casi completamente es un

caso particular de lo anterior, disefiado por las ecua-
ciones:

Rij=0 ; (%,%'=0)

con lamétrica de Schwarschild.
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